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Данные методические указания являются руководством к решению 

различных задач линейного программирования и предназначены для практи-

ческих занятий по курсу  «Исследование операций». Целью методических 

указаний является выработка вычислительных навыков у студентов, более 

глубокое усвоение основных понятий и методов решения задач линейного 

программирования.  

Методические указания предназначены для студентов направления 

09.03.04 Программная инженерия профиль «Инженерия информационных и 

интеллектуальных систем».  
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1.ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

 

Исследование операций – это научная дисциплина, занимающаяся раз-

работкой и практическим применением математических количественных ме-

тодов для обоснования решений во всех областях целенаправленной челове-

ческой деятельности. Как научная дисциплина исследование операций заро-

дилась в начале второй мировой войны и была обусловлена практической 

необходимостью наилучшей организации широкомасштабных военных дей-

ствий, а также прогнозирования их исхода при принятии командованием раз-

личных решений. 

Дальнейшее развитие исследования операций тесно связано с научно-

технической революцией, когда происходило широкое развитие вычисли-

тельной техники и математических методов в сфере управления. 

В настоящее время методы исследования операций находят широкое 

применение в решении самых разных практических задач, начиная от пер-

спективного планирования научных разработок и кончая прогнозированием 

развития сферы обслуживания. Это связано с тем, что любую практическую 

задачу можно представить в виде той или иной задачи ИО.  

Операция – это любое мероприятие или их система, которое направ-

лено на достижение какой-либо цели или объединено общей идеей. 

Примером может служить система мероприятий, направленная на по-

вышение эффективности процессов технического обслуживания и ремонта 

автомобилей. 

Здесь следует отметить, что операция – это всегда управляемое меро-

приятие, т.е. мы можем влиять на исход операции, изменяя параметры. Эти 

параметры, которые характеризуют мероприятие и которые мы можем ме-

нять, принято называть решением. 

Допустимое решение – это любой элемент множества решений, кото-

рые удовлетворяют условиям, так называемым ограничениям. 

Оптимальное решение – это решение, которое по тем или иным при-

чинам предпочтительнее других. 

Допустимое решение может быть оптимальным, а оптимальное всегда 

должно быть допустимым. Оптимальное решение выбирается из допустимых 

на основании критерия оптимальности. 

Критерий оптимальности (целевая функция) – это признак, на осно-

вании которого производится сравнительная оценка допустимых решений и 

выбор среди них оптимального. 

Исходя из выбранной целевой функции, принимается одно (или не-

сколько) допустимых решений, которое и будет оптимальным. В качестве 

целевой функции может выбираться как характеристика исхода операции 

(например, минимальные затраты), так и вероятность события. Задача, в ко-
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торой целевую функцию максимизи- руют, называется задачей максимиза-

ции, в которой минимизируют – задачей минимизации. 

 

1.1. Математические модели исследования операций 

 

Математическая модель – это описание (часто приближенное) како-

го-либо класса явлений реального мира, выраженное с помощью математиче-

ских символов. 

Всякая модель является упрощенным представлением действительно-

сти, и искусство моделирования состоит в знании того, что, где, когда и как 

упростить. Законченную типичную математическую модель исследования 

операций схематически можно представить следующим образом. 

Максимизировать или минимизировать целевую функцию 

при условии выполнения ограничений. 

Например, минимизировать затраты времени на проведение диагно-

стических операций на автомобилях (целевая функция) при известной про-

пускной способности контрольного пункта и при соблюдении нормативов 

проведения диагностики (ограничения).  

В настоящее время математические модели получили всеобщее при-

знание в ряде областей знаний. Однако существуют и возражения против 

них. В частности можно услышать, что некоторые изучаемые явления слиш-

ком сложны для адекватного отражения их математическими средствами. 

Здесь следует заметить, что продуктивной альтернативы использованию язы-

ка математических моделей и связанному с ними определенному упрощению 

и схематизации действительности нет.  

Существует и еще одно возражение против математических моделей, в 

котором отрицаются не модели сами по себе, а целесообразность их исследо-

вания математическими средствами. Например, стоит ли теоретически изу-

чать специальные модели теории массового обслуживания, когда путем ими-

тационного моделирования на любой вопрос ответ может быть получен 

быстрее и с меньшими усилиями. Если целью является просто получение от-

вета в конкретном случае, то имитационное моделирование действительно 

лучший метод. Однако если целью является получение общего решения и 

изучение рассматриваемого явления, то простые и ясные заключения можно 

получить с помощью математических формул. 

Таким образом, математические модели в исследовании операций 

необходимы, поскольку облегчают и упрощают анализ реальных жизненных 

ситуаций. Конечно жизнь богаче любой схемы, поэтому не следует преуве-

личивать значения количественных методов исследования операций. При 

прогнозировании событий с большим числом переменных величин, каждая 

из которых может повлиять на результат, иногда правильнее положиться на 

свою интуицию. Кроме того на сегодняшний день часть задач подобного ро-
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да решается с использованием искус- ственного интеллекта. Большинство 

алгоритмов машинного обучения в том или ином виде включает математиче-

ский аппарат, применяемый при решении задач исследования операций. Та-

ким образом, математические модели исследования операций дают возмож-

ность изучить основы математического моделирования и пойти дальше по 

пути понимания принципов, лежащих в основе искусственного интеллекта. 

 

1.2. Классификация задач исследования операций 

 

Задачи исследования подразделяются по нескольким классификацион-

ным признакам. 

I. По виду информационного состояния «лица, принимающего реше-

ния» (по виду исходных данных): 

1) статические 

2) динамические 

Статической называется задача исследования операций, в котором 

принятие решений происходит в заранее известном и не меняющемся во 

времени информационном состоянии «лица, принимающего решения». В 

этом случае вся процедура принятия решений может быть реализована за 

один шаг. 

Динамическая задача – это задача ИО, в которой информационное со-

стояние «лица, принимающего решение» меняется во времени. 

Например, составление перспективного плана развития сети автомо-

бильных дорог. Параметры развития изменяются во времени, а сам процесс 

распадается на ряд этапов – шагов (например, шаг равен году). В этом случае 

целесообразно применить поэтапную (многошаговую) процедуру принятия 

решений. 

II.  По структуре информационного состояния «лица, принимающего 

решения» (по структуре исходных данных): 

1) детерминированные 

2) стохастические 

3) неопределенные 

Детерминированной называется задача ИО, в которой все параметры, 

влияющие на исход операции либо заранее известны, либо зависят от нас. 

Этот простейший случай не часто встречается на практике. 

Стохастическая задача – это задача ИО, в которой известны лишь ве-

роятности пребывания объекта в каждом из состояний. 

Неопределенная задача – это задача ИО, в которой не все условия, в ко-

торой проводится операция, известны заранее, а некоторые содержат элемент 

неопределенности.  
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Например, успех операции мо- жет зависеть от метеорологических 

условий. Такие задачи носят название задач принятия решений в условиях 

неопределенности. 

III. По виду целевой функции 

1) задачи линейного программирования, в которых целевая функция 

является линейной величиной; 

2) задачи нелинейного программирования; 

3) задачи выпуклого программирования; 

4) задачи квадратичного программирования и др. 

 

2. МЕТОДОЛОГИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ОПЕРАЦИЙ 
 

На практике реализация методов исследования операций должна вклю-

чать в себя следующие этапы: 

1. постановка задачи 

2. построение математической модели 

3. анализ модели 

4. подготовка исходной информации 

5. исследование модели 

6. проверка адекватности модели 

7. реализация решения. 

Постановка (формализация) задачи – это начальный этап работы ис-

следователя, который требует изучения той предметной области, где возник-

ла проблема. В ходе изучения, как правило, выявляются так называемые «уз-

кие места», устранение которых позволит повысить эффективность работы 

системы. На этапе формализации должны быть получены три принципиаль-

ных элемента задачи: 

- описание возможных альтернативных решений, 

- определение целевой функции, 

- построение системы ограничений. 

Построение математической модели означает описание ранее форма-

лизованной задачи на языке математики. 

Исследование модели предполагает выполнение математических вы-

числений. Это наиболее простой из всех этапов реализации методов исследо-

вания операций, т.к. действия на этом этапе основываются на точной матема-

тической теории. Большое число вычислительных алгоритмов в настоящее 

время может быть реализовано с помощью компьютера. 

Проверка адекватности модели предполагает проверку ее правильно-

сти. Суть такой проверки состоит в сопоставлении полученного теоретиче-

ского решения с поведением реальной системы. Проверка адекватности, как 

правило, производится с помощью классических методов научных исследо-

ваний. 
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Реализация решения подразу- мевает перевод результатов решения 

модели в рекомендации, представленные в форме, понятной для «лица, при-

нимающего решения». 
 

 3.ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

 

Широкий класс задач исследования операций может быть сформулиро-

ван в виде линейных задач оптимизации, характерной чертой которых явля-

ется линейность целевых функций и ограничений. Основным методом реше-

ния линейных задач служит симплекс-метод. 

В данном разделе приводятся основные понятия и определения, кото-

рые используются в последующих разделах. 

 

3.1. Постановка и формы записи задачи ЛП  

Общая задача линейного программирования (ЛП) формулируется  сле-

дующим образом: 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑐1𝑥1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥𝑛 → max(min)                      (1) 

{
 
 

 
 𝑎𝑖1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑖 ,  𝑖 = 1,𝑚1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑎𝑖1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑖 ,  𝑖 = 𝑚1 + 1,𝑚2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑎𝑖1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏𝑖 ,  𝑖 = 𝑚2 + 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑥𝑗 ≥ 0,  𝑗 ∈ 𝐽 ⊂ {1,2,… , 𝑛}

                            (2) 

Вектор 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛), удовлетворяющий условиям задачи (2), называ-

ется допустимым решением (планом) задачи; множество всех допустимых 

решений задачи будем обозначать через 𝑋. Допустимое решение 𝑥∗ ∈ 𝑋, до-

ставляющее максимуму (минимуму)целевой функции (1) , называется опти-

мальным решением задачи; множество всех оптимальных решений обозна-

чим через 𝑋∗. 

Задача (1)-(2) разрешима, если X X  , , в противном случае 

различают два типа неразрешимости: НР1- множество допустимых решений 

пусто , т.е. X   ; НР2 - целевая функция не ограничена на множестве до-

пустимых решений, т.е. X   ,  X   . 

Выделяют две формы задачи линейного программирования: стандарт-

ную и каноническую. Если ввести обозначения: 

     A

a a

a a

n

m mn



















11 1

1



  



- матрица ограничений задачи размера mn, 
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      b b bm 1 , ,       - вектор свободных членов, 

      c c cn 1 , ,        - вектор коэффициентов целевой функции, 

тогда эти формы задачи имеют вид: 

 

стандартная форма        f x c x( ) ( , ) max   , 

                                    
Ax b

x





,

.0
 

каноническая форма       f x c x( ) ( , ) max      , 

                                   
Ax b

x





,

.0
 

 

3.2. Правила преобразования задач 

Любую задачу линейного программирования можно свести к стандар-

тной или канонической форме, используя следующие преобразования: 

1) чтобы перейти от минимизации целевой функции к максимизации, доста-

точно умножить целевую функцию на «-1» и использовать очевидное равен-

ство  min ( ) max( ( ) )f x f x    ; 

2) чтобы изменить тип ограничения-неравенства, нужно умножить его на  «-

1» : 

  ai x ai n xn bi ai x ai n xn bi1 1 1 1            ; 

3) чтобы перейти  от ограничений-неравенств  к равенствам нужно ввести 

дополнительную ( слабую ) переменную  xn i   : 

ai x ai n xn bi

ai x ai n xn xn i bi

xn i
1 1

1 1

0
   

    

 








 ,

,
 

    

ai x ai n xn bi

ai x ai n xn xn i bi

xn i
1 1

1 1

0
   

    

 








 ,

,
 

4) чтобы  перейти  от ограничений-равенств к неравенствам нужно заменить 

это ограничение на два противоположных неравенства 

 ai x ai n xn bi

ai x ai n xn bi

ai x ai n xn bi
1 1

1 1

1 1

   

  

  













,

,
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5) если переменная x j свободная (нет ограничение на знак),то вводят  

новые  переменные      x j x j0 0,     и делают  замену  x j x j x j    . 

 

Пример 1. Привести к канонической форме следующую задачу: 

 

   Исходная задача    Каноническая форма 

   

2 3

2 3

4

2 3 2

0 0

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

x x x

x x x

x x x

x x x

x x

  

  

  

  

 

min

,

,

,

, ,

 

 

 


   










з а мена

x x x3 3 3

 
   

      

      

     

      

     

 

2 3

2 2 3

4

2 3 3 2

0 0 0 0

0 0

1 2 3 3

1 2 3 3 4

1 2 3 3

1 2 3 3 5

1 2 3 3

4 5

x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

x x

max

,

,

,

, , , ,

, ,

 

 

Другой способ приведения состоит в том, что из второго уравнения находим  

x x x3 4 1 2     , а затем исключаем переменную x3 из остальных 

ограничений и целевой функции: 

 

  (после исключения x3 )     Каноническая форма 

x x

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

1 2

2

3 11

5 4 14

0 0

 

 

 

 

min

,

,

, ,

 

 

      

    

  

  

  

   

x x

x x x

x x x

x x x x

1 2

1 2

1 2

1 2 4 5

2

3 4 11

5 4 5 14

0 0 0 0

max

,

,

, , , ,

 

                                                                                                                       ▀  

3.3. Задания 

1.Построить разными способами каноническую и стандартную формы сле-

дующих задач: 

 

а) 2

3 2 6

3 4

2 5

0 0 0

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

x x x x

x x x x

x x x x

x x x

x x x

   

   

   

   

  

max

,

,

,

, , ,

 

б) 7 2 4

2 2 4 5

2 5 2 7

3 3

0 0 0 0 0

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 5

1 2 3 4 5

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x

    

    

    

     

    

min ,

,

,

,

, , , , .
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3.4. Геометрический метод решения задач линейного программи-

рования 

  

Пусть дана задача  линейного программирования в виде: 

                       

f x c x c x

a x a x b

a x a x b

x x

m m m

( ) max ,

,

,

, .

  

 

 

 













1 1 2 2

11 1 12 2 1

1 1 2 2

1 20 0

      

Каждое ограничение вида  a x a x b i mi i i1 1 2 2 1  ( , )  или  

x j j 0 1 2( , )  геометрически определяет полуплоскость, следовательно, 

множество допустимых решений X  представляет собой пересечение конеч-

ного числа полуплоскостей, т.е. если X   , то X   есть либо многоуголь-

ник, либо многоугольное множество.  

Пример 2.  Построить на плоскости в системе  координат   множество 

X  допустимых решений следующих  систем линейных неравенств с двумя 

переменными. 

 

  а) Рис.1.  Множество X  допустимых решений          

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

2 3

1

0 0

 

 

 









,

,

, ,

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В ы в о д: 

множество X   . 
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б) Рис.2. Множество X  допустимых решений 

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

3

2 2

0 0

 

 

 









,

,

, ,

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В ы в о д: 

Множество X  - много-

угольник ABDE. 

 

      

 

 

 

в) Рис.3.  Множество X  допустимых решений 

x x

x x

x x

1 2

1 2

1 2

2 3

2 2

0 0

 

 

 









,

,

, ,

  

 

 

 

 

 

 

 

В ы в о д: 

Множество X  - много-

угольное множество. 

           

                                                                                                                             ▀  
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Рассмотрим теперь целевую функцию f x c x c x( ) 1 1 2 2

.Линии уровня c x c x1 1 2 2    (  R) образуют семейство парал-

лельных прямых. При этом  f x c( ) , т.е. градиент целевой функции  всю-

ду одинаков и является вектором нормали c c c ( , )1 2  к этим прямым, опре-

деляющим направление возрастания линейной функции f x c x c x( ) 1 1 2 2  . 

Поиск оптимального решения сводится к нахождению наибольшего числа 

  среди таких значений    ,что прямая  c x c x1 1 2 2    имеет общие 

точки с множеством  X . С этой целью  выберем допустимое решение 

x X0    и проходящую через нее линию уровня  c x c x1 1 2 2
0    , где 

0 0 f x( )  , и будем смещать ее в направлении вектора   c c c ( , )1 2   до 

предельного положения c x c x1 1 2 2   ,  при котором  множество X  

окажется в одной из полуплоскостей, порожденных прямой ( , )c x    , и 

хотя бы одна точка из X  будет принадлежать этой прямой. Полученную 

предельную прямую назовем опорной для множества X . Точки из X , ле-

жащие на опорной прямой, будут решениями задачи. При неограниченном  

множестве X  опорной прямой может и не быть. 

З а м е ч а н и е. Если требуется найти  минимум целевой функции, то сме-

щать начальную линию уровня c x c x1 1 2 2
0    необходимо в направ-

лении вектора  c  . 

Пример 3. Решить задачу линейного программирования. 

 

 Рис.4. Множество X  допустимых            

           решений 

f x x x

x x

x x

x x

x x

x x

( ) max(min )

,

,

,

,

, .

  

 

 

  

 

 















1 2

1

3 9

1 4 2 8

1 2 1

0 0

1 2

1 2

1 2

 

 

Множество X  допустимых реше-

ний представляет собой много-

угольник ABDEF. Выбираем на-

чальную точку,  x X0 1 1 ( , ) , 
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при этом f x( )0 2 . Для нахожде- ния максимума целевой функции 

строим начальную линию уровня x x1 2 2   и перемещаем ее в направле-

нии вектора c ( , )1 1 . Прямая, проходящая через точку D , будет опорной 

для множества X . Точка D  является оптимальным решением задачи на мак-

симум. Определим координаты точки D : 

 

3 9

1 4 2 8

1 2 28

13

33

13

28

13

33

13

61

13

x x

x x
D x f

 

  





       
,

,
( ) max ( ) max ., ,  

 

Для нахождения минимума целевой функции необходимо перемещать 

начальную линию уровня x x1 2 2   в направлении вектора 

   c ( , )1 1 . Предельным (опорным) положением будет прямая, проходя-

щая через вершины  A=(0,1) и F=(1,0). В этом случае множество оптималь-

ных решений представляет собой отрезок [A,F] и имеет вид:  

 

 X x A F       ( ) [ , ]1 0 1 ,т.е. 

x f      ( ) ( , ) , [ , ] min   1 0 1 1  . 

                                                                                                                        ▀  

Пример 4. Решить задачу линейного программирования. 

 

 Рис. 5. Множество X  допустимых решений 

f x x x

x x

x x

x x

x x

( ) max(min)

,

,

, ,

   

  

 

 

 













1 2

2

2 2

1 2 2 3

0 0

1 2

1 2

1 2

 

 Множество X  допустимых 

решений представляет собой 

многоугольное множество с 

вершинами A,B,D,E. Выбираем 

начальную точку       

 x X0 2 2 ( , ) , f x( )0 0 .  

  

  

Для нахождения максимума целевой функции строим начальную линию 

уровня   x x1 2 0  и перемещаем ее в направлении вектора c ( , )1 1  . 
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Предельным (опорным) положением будет прямая, проходящая через 

вершину  A=(0,2) и ребро  Aa. В этом случае множество оптимальных реше-

ний представляет собой луч Aa и имеет вид:    

 

      X x A l l      1 0 1 1 1, ( , ) ,  

т.е.         x f      ( ) ( , ) , max   2 0 2 . 

 

Для нахождения минимума целевой функции необходимо перемещать 

начальную линию уровня   x x1 2 0  в направлении вектора   c ( , )1 1 . 

Предельного (опорного) положения линии уровня не существует, т.е. задача 

на минимум неразрешима, т.к. целевая функция не ограничена снизу на мно-

жестве X .                                                                                           ▀  

Геометрическая интерпретация задач линейного программирования 

позволяет сделать следующие в ы в о д ы: 

- множество X  допустимых решений задачи может быть: пустым, выпуклым 

и ограниченным (многогранник), выпуклым и неограниченным (многогран-

ное множество); 

- целевая функция задачи либо не ограничена на множестве X  , либо дости-

гает своего экстремального значения хотя бы в одной вершине множества X
. 

Аналитический способ нахождения вершин множества X , рассмотрен в сле-

дующем разделе. 

 

3.5. Задания  

1.Найти минимальное и максимальное значения целевой функции следую-

щих задач линейного программирования: 

а

f x x x

x x

x x

x x

x x

)

( ) max (min)

,

,

,

, ,

  

  

 

 

 













2 1 2

2 2

3 2 6

1 2 2 4

0 0

1 2

1 2

1 2

 

б

f x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

)

( ) max (min)

,

, , , .

    

    

  

   









2 1 2 3 4

2 3 2 4 5

3 3 3 4 2

0 0 3 0 4 0

1 2

1 2

1 2

       

2. Построить задачи линейного программирования, для которых имеет место 

а) неразрешимость 1 рода; б) неразрешимость 2 рода. 

 



 15 

 

3.6.  Решение систем линейных уравнений. 

 

3.6.1. Базисные и опорные решения  

Пусть дана система линейных уравнений: 

                    Ax b A
j
x j b

j

n
 


  или 

1
 ,                          (3) 

где x Rn b Rm A ai j m n     , , ( , ) ( ) матрица, A
j
Rm   стол-

бец матрицы . Будем считать, не нарушая общности, что rang A m . Из-

вестно, что точка x R n  является вершиной многогранного множества 

 X x Rn Ax b x   | , 0 , тогда и только тогда,  когда вектор 

 (  , ,  )x x x n 1   есть опорное решение системы линейных уравнений (3). 

     О п р е д е л е н и е  1. Базисным решением системы линейных уравнений 

(3) называется допустимое решение, ненулевым компонентам которого соот-

ветствуют линейно-независимые столбцы матрицы A . 

     О п р е д е л е н и е  2. Базисное неотрицательное решение системы линей-

ных уравнений (3) называется  опорным. 

     Из определения следует, что число ненулевых компонент базисного реше-

ния не больше m . 

     О п р е д е л е н и е  3. Базисное решение называется вырожденным, если 

число его ненулевых компонент меньше m, иначе оно называется невырож-

денным. 

     О п р е д е л е н и е  4. Базисом  B   опорного решения  x  называется про-

извольная система из m линейно независимых столбцов матрицы A , вклю-

чающая в себя все  столбцы, которые соответствуют положительным компо-

нентам вектора  (  , ,  )x x x n 1  , т.е. B A
j

A
j
m









1 , ,  . 

Переменные x j , соответствующие столбцам A
j
B , называются базис-

ными, остальные - небазисными. 

 

Пример 5. Найти какое-нибудь опорное решение системы линейных 

уравнений: 
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3 1 2 3 4 2 5 2

1 2 3 4
3

2 5 2

x x x x x

x x x x x

    

    









,

,
 

     Р е ш е н и е. Перечислим все  базисы, образованные столбцами 

A A A A A1 2 3 4 5
, , , ,    матрицы ограничений: 

 

       
     
   

B A A B A A B A A B A A

B A A B A A B A A

B A A B A A

1 2
1 3

3
1 4

4
1 5

5
2 4

6
2 5

7
3 4

8
3 5

9
4 5

1 2   

  

 

, , , , , , , ,

, , , , , ,

, , , .

 . 

 

Для построения базисного решения  выберем один из базисов,    

например B1, и приравняем нулю небазисные переменные x3 , x x4 5, . 

Найдем базисные переменные x x1 2, , решив систему уравнений: 

 

3 1 2 2

1 2 2

1 1

2 1

x x

x x

x

x

 

 














,

,

,

.
  Решение x1

1 1 0 0 0 ( ), , , ,  является  

 

базисным , но не опорным. Рассмотрим базис B3  : 

 B A A x x x
x x

x x
x3

1 4
2 3 5 0

3 1 4 2

1 4 2

3 0 0 0 2 0     
 

 





 ,
,

,
( , , , , ) - 

вырождено опорное решение, которому соответствует четыре базиса: 

B B B B3 5 7 9, , , . 

                                                                                                                     ▀  

 

3.6.2. Жордановы таблицы 

Если B  базис опорного решения (пусть для определенности  

 B A A m 1 , , ), то система уравнений (3) может быть представлена в 

виде  

 

                B x D x bB D   ,                                                               (4) 
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где x x xB m ( , , )1  -вектор базисных переменных,  D A Am n 1, , ,  

x x xD m n ( , , )1   - вектор небазисных переменных.  С помощью элемен-

тарных преобразований систему (4) можно привести к виду:                 

 

                x Z x ZB D  0 ,                                                                  (5)  

 

где Z B D Z B b  1 0 1, .  

Такая форма записи системы называется жордановой . Запишем систему 

уравнений (5) в развернутом виде: 

 

x z m xm z n xn z

x z m xm z n xn z

xm zmm xm zmn xn zm

1 1 1 1 1 10

2 2 1 1 2 20

1 1 0

     

     

     

















     



,

,

,

                    (6) 

 

Легко заметить, что столбцы Z B A j m nj j  1 1, , , т.е. Z j  - вектор 

коэффициентов разложения A j  в базисе B . Система (6) может быть пред-

ставлена в форме жордановой таблицы: 

 

     xm1  ... xs  ... xn     

             

   x1   z m1 1  ... z s1  ... z n1   z10   

   ...  ... ... ... ... ...  ...  

   xr   zrm1  ... zr s  ... zrn  = zr0  (7) 

   ...  ... ... ... ... ...  ...  

   xm   zmm1 ... zms  ... zmn   zm0   

 

Легко построить базисное решение x , соответствующее базису B  и жорда-

новой таблице (7), приравняв нулю небазисные переменные; тогда базисные 

переменные приравниваются свободным членам , т.е. x Z xB D 0 0, . 

Если свободные члены Z 0
 все неотрицательны, то построенное базисное 

решение будет опорным. Переход к новому базисному решению осуществля-
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ется с помощью одного шага жорда- новых исключений с разрешающим 

элементом  zrs 0 .  Назовем r-ую строку таблицы разрешающей, а s-ый 

столбец - разрешающим. При этом меняются местами базисная переменная 

xr  и небазисная xs . В результате получаем новую жорданову таблицу: 

     xm1 ... xr  ... xn     

             

   x1   z m1 1  ... z r1  ... z n1   z10   

   ...  ... ... ... ... ...  ...  

   xs    zrm 1  ... z sr  ... zrn  = zr0  (8) 

   ...  ... ... ... ... ...  ...  

   xm
 

  
z
mm 1 ... zms  ... zmn   zm0   

 

Элементы таблицы (8) получаются по следующим формулам (правила жор-

дановых преобразований): 

1)     zsr
zrs

1
 ;              2)     zsj

zrj

zrs
j s,   ; 

3)       zir
zis

zrs
i r,   ;   4)     


 zij zij

zis zrj

zrs
i r j s, ,   . 

 

Пример 6. Построить жордановы таблицы для системы линейных 

уравнений примера 5, используя базисы B2  и B3 . 

     Решение. В базисе  B A A2
1 3 ,  имеем: 

 

  B B Z Z2 2

3 1

1 1

1
1

4
1

4

1
4

3
4

0 1
2

7
8

1 1
2

5
8

0 1

1









  














 

























 

 
, . 

 

Тогда жорданова форма системы и жорданова таблица имеют вид: 

 

  x2  x4  x5   
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x x x

x x x x

1
1

2
4

7

8
5 1

3 2
1

2
4

5

8
5 1

  

    












,

,

 

 

x1 

 

x3  

 

 0 

 

 

-1 

 

1/2 

 

 

1/2 

 

7/8 

 

 

5/8 

 

= 

 

 

= 

 

1 

 

 

1 

 

 

Базисное решение, соответствующее базису B2 , x
2

1 0 1 0 0 ( ), , , , . Чтобы 

перейти к базису B3  , сделаем шаг жордановых преобразований с разреша-

ющим элементом z35
5

8
  . Тогда жорданова таблица и жорданова форма 

системы примут вид: 

 

  x2   x4   x3     

 

x1 

 

x5 

 

 7/5 

 

-8/5 

 

-1/5 

 

 4/5 

 

 

-7/5 

 

 8/5 

 

 

= 

 

-2/5 

 

 8/5 


   

    










x x x x

x x x x

1
7

5
2

7

5
3

1

5
4 1

5
8

5
2

8

5
3

4

5
4 1

,

,

 

 

Этой таблице соответствует базисное решение x
3 2

5
0 0 0 8

5
 ( ), , , , . 

                                                                                                                         -  

Замечание. Система уравнений (3) может быть преобразована к виду: 

 

      x Z x Z или x Z x ZB D B D     0 0, ( )                    (9)   

 

Тогда систему (9) можно представить модифицированной жордановой таб-

лицей вида: 

 

     - xm1  ... - xs  ... - xn     

             

   x1 = z m1 1  ... z s1  ... z n1  + z10   

   ...  ... ... ... ... ...  ...  

   xr  = zrm1  ... zr s  ... zrn  + zr0  (10) 

   ...  ... ... ... ... ...  ...  

   xm  = zmm1 ... z sm  ... zmn  + zm0   
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Правила преобразования таблицы (10) при переходе от одного базиса к 

другому остаются прежними; поэтому мы не будем делать различия между 

этими формами записи, но будем оговаривать, где подразумевается знак ра-

венства. 

  

 

3.7. Задания 

1. Построить остальные опорные решения системы уравнений примера  4. 

2. Показать, что  ( , , , )x 4 0 0 0  есть опорное решение следующей системы 

уравнений: 

                               
2 1 2 3 3 2 4 8

1 2 2 3 4 4

x x x x

x x x x

   

   





,

,
 

и построить все его базисы. 

3. Определить вершины  множества X  , заданного системой линейных  

уравнений: 

                                
x x x x

x x x x

1 3 2 3 2 4 5

4 1 2 2 3 3 4 1

   

    





,

,
 

и изобразить его на плоскости x O x1 2 . 

4. Построить все опорные решения системы линейных уравнений:  

                               
x x x x

x x x

1 2 2 3 3 4 5

2 1 3 2 4 3

   

  





,

.
 

 

5. По данной жордановой таблице построить базисное решение, его базис и 

жорданову форму системы линейных уравнений: 

 

а)  x x x2 1 5     б)  x x x1 3 6    

 x

x

4

3

 

  0       2     -7/4  

  

 

 -1      -1    -1/4 

= 

 

 

= 

 2 

 

 

 0 

  x

x

x

2

4

5

 

 -1       2        1/2 

  

  3       5       -1/2 

 

1/2    -3/2       2 

= 

 

= 

 

= 

 6 

 

5 

 

4 
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3.8. Симплекс-метод 

Рассмотрим задачу ЛП (линейного программирования): 

                      

0

max),()(







x

bAx

xcxf

                                              (11) 

Для ее решения можно использовать симплекс-метод, идея которого 

состоит в последовательном продвижении по опорным решениям задачи (11) 

вплоть до получения оптимального решения или выяснения неразрешимости 

задачи. 

3.8.1.Симплекс-таблица 

Пусть )0,,0,,,( 1  mxxx   - опорный план задачи (11) и 

),,,( 21 mAAAB   - базис этого опорного решения. Умножим систему 

уравнений на 
1B  и получим 





n

mj
j

j
B ZxZx

1

0 ,   где bBZABZxxx jj
mB

101
1 ,),,,(    . 

Если в систему подставить точку )0,,0,,,( 1  mxxx  , то окажется 
0~ ZxB 

. 

Построим отвечающую им жорданову таблицу, пополнив ее строкой 

относительных оценок  (такую таблицу будем называть симп-

лексной). Для этого исключим базисные переменные из целевой функции:  

      

,)~()),((

),(),(),()(

11

0

111

0













n

mj
jj

n

mj
jj

j
B

B

n

mj
jj

n

mj

j
j

n

mj
BjjBB

xxfxcZc

ZcxcZxZcxcxcxf

 

 

где 

),1( nmjj 
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),,1(~),~,(~)~( 0
1

mizxxcxcxf iiBB

m

i
ii 


 

и относительные оценки небазисных переменных: 

.,1,),( njcZc j
j

Bj                                                               (12) 

 

                                          Симплекс-таблица  

 xm+1 … xs …  xn   

x1 Z1,m+1 … Z1,s … Z1,n = Z1,0 

…  … …  … …  … …  … 

x r Zr,m+1 … Zr,s … Zr,n = Zr,0 

…  … …  … …  … …  … 

x m Zm,m+1 … Zm,s … Zm,n = Zm,0 

f m+1 … s … n = )~(xf  

 

При этом оценки базисных переменных всегда равны нулю. 

     Напомним следующие утверждения. 

     Утверждение 1. (Критерий оптимальности опорного   плана).   

     Невырожденный опорный план )~,...,~,~(~
21 nxxxx   является оптимальным 

решением задачи (11) тогда и только тогда, когда j0 для j=1,…,n. 

З а м е ч а н и е. Для вырожденного  опорного плана неотрицательность оце-

нок является лишь достаточным условием его оптимальности. 

     Утверждение 2.(Признак неограниченности целевой функции).Если суще-

ствует номер S, для которого s 0 и i zis0, то целевая функция задачи 

(11) не ограничена на множестве R допустимых решений этой задачи. 

     Утверждение 3. (Возможность улучшения опорного плана). Если суще-

ствует S, для которого s0 и среди zis есть положительные, то выбрав раз-

решающий элемент zrs по правилу: 
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 0,min 00
is

is

i

rs

r z
z

z

z

z
,                                                                   (13) 

можно за один шаг жордановых преобразований перейти к новому опорному 

плану x
~~ , причем  

                                
rs

r
s

z

z
xfxf 0)~()

~~(   , 

 и если zr00, то )~()
~~( xfxf  . 

Итак, для любого опорного плана x~  задачи ЛП (11) с базисом B на ос-

новании утверждений (1)-(3) можно провести исследования и выявить: 

либо оптимальность плана x~ ; либо неразрешимость задачи; либо возмож-

ность перехода к новому плану x
~~

(а значит и к новому базису B), связанному 

с большим (или с не меньшим ) значением целевой функции. 

Реализация симплекс-метода упирается в построение начальной сим-

плексной таблицы. 

3.8.2.Алгоритм симплекс-метода 

Приведем пошаговое описание симплекс-метода. 

1. Построить начальную симплексную таблицу: 

)(),,1(),,1(,, 0
0 xfnjmiZZ ji

n

mij  . 

2. Если все j0, то перейти на шаг 5. Если существует j=s такое, что s<0, 

то выбираем s-й столбец разрешающим. 

3. Выбираем разрешающую строку r по правилу: 








 0,min 00
is

is

i

rs

r z
z

z

z

z
. Ес-

ли )(0 izis  , то делаем вывод, что f(x) не ограничена сверху в области 

допустимых решений задачи (Нр2) и переходим на шаг 6. 

4. Провести жордановы преобразования симплекс-таблицы с разрешающим 

элементом zrs  и перейти на шаг 2. 

5. Симплекс-таблица оптимальна, т.е. определяет оптимальное решение за-

дачи и максимальное значение целевой функции. 

6.  Решение задачи завершено. 

3.8.3.Построение начальной симплексной таблицы 

Остановимся на построении начальной симплексной таблицы для не-

которых форм задач линейного программирования. 

    1.Пусть задача ЛП дана в стандартной форме 

0

)3.4(

max),()(







x

bAx

xcxf
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.0

max),()(







x

bAx

xcxf

                                                              (14) 

От  формы (14) легко перейти к канонической, добавив в каждое из ограни-

чений слабую переменную. 

Получим 

                     

,0,0

,

max),()(







ux

bEuAx

xcxf

                                                           (15) 

 

где E-диагональная матрица порядка m. 

    Вектор ),...,,,0,...,0( 21 m

n

bbb
  будет опорным решением задачи (15)с базисом 

B=E. 

    Итак, получаем начальную симплексную таблицу, в которой 

njcbZAZ jj ,1,,, 0  : 

 

  x    

      

U  A  = b 

      

 f  -c  = 0 

     

    2.Задача ЛП задана в канонической форме 

                         

.0

max),()(







x

bAx

xcxf

    

Не нарушая общности, можно считать 0b . Пусть матрица A содержит m 

единичных ортов. Можно считать, что .,...,, 2211 mm eAeAeA   Симплекс-

ная таблица при этом имеет следующий вид: 

  сm+1 … cn   

cB  xm+1 … xn   

c1 x1 a1,m+1 … am,n = b1 

… … … … … … … 

cm xm am,m+1 … am,n = bm 
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 f m+1 … m+1 = f
~

 

 

 

 

 

где  

      

).,()(
~

,,1,),(

1

0

1

bcbcxff

nmjcAccac

B

m

i
ii

m

i
j

j
Bjijij













                                      (16) 

    3. Задача ЛП задана в канонической форме 

                  

,0

,

max),()(







x

bAx

xcxf

 и  .0b                                                     (17) 

Пусть матрица A не содержит m единичных ортов. Тогда для определения 

начального опорного плана используется метод искусственного базиса. Для 

этого рассмотрим вспомогательную задачу 

        

,0,0

,

max),(
1





 


wx

bEwAx

wwxF
m

i
i

 и  .0b                                                         (18) 

Очевидно, что вектор ),...,,0,...,0(),( 1
00

m

n

bbwx


  является опорным решени-

ем задачи (18). 

     Справедливы утверждения: 

     Утверждение 4. Задача (18) всегда разрешима и 0),(max wxF . 

     Утверждение 5. Если 0),(max wxF , то система ограничений задачи (17) 

противоречива. 

     Утверждение 6. Если 0),(max wxF , и вектор )~,...,~,~,...,~( 11 mn wwxx -

оптимальный опорный план задачи (18), то  вектор )~,...,~( 1 nxx  является опор-

ным планом задачи (17). 

     При этом из оптимальной симплекс-таблицы (С-Т) задачи (18) можно по-

строить начальную симплекс-таблицу задачи (17). Рассмотрим  возможные 

ситуации. 

    Ранг матрицы A равен m, задача (17)        невырожденная. Тогда в опти-
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мальной С-Т задачи (18) все искус- ственные переменные будут неба-

зисными и для получения начальной С-Т нужно вычеркнуть все столбцы, от-

вечающие искусственным переменным, и пересчитать оценки, используя 

функцию f(x)  и формулу (12). 

    Ранг матрицы A меньше m, задача (17)    невырожденная. Тогда в опти-

мальной С-Т задачи (18) среди базисных переменных могут оказаться искус-

ственные переменные. В соответствующих строках все элементы будут рав-

ны 0. Вычеркнув все  0-строки, получим первый случай. 

    Ранг матрицы A равен m, задача (17) вырожденная. Тогда в оптимальной 

С-Т задачи (18) среди базисных переменных могут оказаться искусственные 

переменные. В соответствующих строках элементы столбца 
0Z равны 0, но 

среди остальных элементов этих строк будут элементы, отличные от 0. Вы-

брав любой из них в качестве  разрешающего и выполнив жорданово преоб-

разование С-Т, выведем искусственную переменную из базиса. Эти действия 

повторяем до тех пор, пока все искусственные переменные ни будут выведе-

ны из базиса. При этом получим первый случай. 

3.8.4.Примеры использования симплекс-метода 

  Пример 7. Решить симплекс-методом следующую задачу. 

 

                  

0;0

3

92

63

max2)(

21

21

21

21

21











xx

xx

xx

xx

xxxf

                                                              (19) 

Добавим в ограничения слабые переменные u1,u2,u3  и перейдем к канониче-

ской форме  

     

;0;0;0;0;0

3

92

63

max2)(

32121

321

221

121

21











uuuxx

uxx

uxx

uxx

xxxf

                                                      (20) 

 

В качестве начального опорного плана выберем вектор 
0x =(0,0,6,9,3). Ему 
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100

010

001

},,{ 321 eeeB  и симплекс-отвечает базис 

таблица 1. 

                                                Таблица 1                               Таблица 2 

  x1 X2     u3 x2  

 u1 -1  3 6   u1  1  2 9 

 u2  2  1 9   u2 -2  3 3 

 u3  1 -1 3   x1  1 -1 3 

 f -2 -1 0   f  2 -3 6 
    

 Так как оценки в С-Т (табл.1) отрицательны , то план 
0x  не является опти-

мальным. Выбрав разрешающим любой столбец с отрицательной оценкой, 

введем его в базис. Пусть выбран  первый столбец, то есть S=1. Выбор раз-

решающей строки осуществим по правилу(13) .
1

3

1

3
,

2

9
min 









  Откуда получим 

, что разрешающей строкой должна быть выбрана 3-я строка. На пересечении 

разрешающего столбца и разрешающей строки находится разрешающий эле-

мент 11,3 z (выделим этот элемент). Сделав шаг жордановых преобразова-

ний, получаем таблицу  2.  

Cимплексная таблица 2 не является оптимальной. Она отвечает неоптималь-

ному опорному решению 
1x =(3,0,9,3,0) с базисом B=(

121 ,, Aee ). При этом f(

1x )=6>f(
0x )=0. На основании утверждения 3 мы можем вновь улучшить зна-

чение целевой функции. Теперь главным столбцом может быть выбран толь-

ко 2-й столбец, а главной строкой - 2-я строка. Проводим жордановы преоб-

разования и получаем таблицу 3. 

 

             Таблица 3 

  u3  u2     Из утверждения 1 следует, что 

u1  7/3 -2/3  7    таблица 3  дает   оптимальный 

x2 -2/3  1/3  1    опорный план 
2x =(4,1,7,0,0) и 

x1  1/3  1/3  4    максимальное значение целевой 

f  0  1  9    функции 
*
maxf =9. 

 

    В полученной оптимальной таблице есть нулевая оценка. Это означает, что 
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рассматриваемая задача имеет бес- численное множество оптимальных 

решений. Перейдем к другому оптимальному опорному решению, выбрав в 

качестве разрешающего столбца  столбец с нулевой оценкой. В результате 

получим таблицу 4. Ей отвечает новый оптимальный план  )3,0,0,3,3(3 x .     

Тогда множество всех оптимальных решений задачи (20)   имеет вид 

].1,0[,)1( 32*   xxx , и, соответственно, оптимальным решением 

задачи (19) будет   

 

     x*=(3+,3-2,7), где [0,1],                                                      (21) 

 

а оптимальным значением целевой функции этой задачи  будет 
*
maxf =9. 

                                                                        Таблица 4 

  u1  u2  

u3  3/7 -2/7  3 

x2  2/7  1/7  3 

x1 -1/7  3/7  3 

f  0  1  9 

 
    Проиллюстрируем решение примера 7 графически (рис.6). 

 

Рис.6. Графическое решение примера 7  

  

 

Многоугольник     ABFDE  

Изображает    множество        

допустимых      решений 

примера 7. Решая задачу 

симплекс-методом,    мы 

последовательно находим 

опорные         решения  
3210 ,,, xxxx ,        что гео-

метрически  соответ- 

ствует  перемещению  по 

вершинам A,E,D,F. 

 

 

 

 

На рисунке видно, что функция 212)( xxxf   достигает максимума на реб-

ре [F,D], то есть на множестве точек (21). 
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Пример 8. Решить симплекс-методом следующую задачу. 

                f(x)=2x1-x2+3x3+x4  max 

                     2x1+ x2-3x3       =10 

                       x1    + x3 +x4    = 7 

                     3x1      +2x3   -x5 =-4 

                             xj0, 5,1j . 

       Перейдем к системе уравнений с неотрицательными правыми частями. 

Для этого умножим обе части третьего уравнения на –1.  Получим: 

                       2x1+ x2-3x3       =10, 

                       x1    + x3 +x4    = 7, 

                     -3x1     -2x3   +x5 = 4. 

                            xj0, 5,1j . 

       Решение задачи можно начать с опорного плана )4,7,0,10,0(0 x , 

отвечающего базису },,{ 5420 AAAB  . Соответствующая симплексная 

таблица имеет вид: 

                                                                      Таблица 5 

  2 3    

cB  x1 x3    

-1 x2   2 -3 10   

 1 x4   1  1 7   

 0 x5  -3 -2 4   

 F -3  1 -3   
Оценки в таблице 5 подсчитаны по формулам(12):  

3),(;1),(;3),( 3
3

31
1

1  bcfcAccAc BBB .  

В качестве разрешающего столбца берем первый (1<0), в качестве разре-

шающей строки – первую, так как 
2

10

1

7
,

2

10
min 









. Проводим жордановы пре-

образования и переходим к таблице 6, а затем аналогично и к таблице 7. 

                         Таблица 6                                           Таблица 7 

 x2 X3    x2 x4  

x1  1/2 -3/2  5  x1  1/5  3/5  31/5 

x4 -1/2  5/2  2  x3 -1/5  2/5   4/5 

x5  3/2 -13/2 19  x5  1/5 13/5 121/5 

f  3/2 -7/2 12  f  4/5  7/5  74/5 

Таблица 7 дает единственное оптимальное решение задачи *x
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=(31/5,0,4/5,0,121/5), *f 74/5. 

Пример 9. Решить симплекс-методом следующую задачу. Для построе-

ния начальной С-Т использовать метод искусственного базиса. 

       

                     f(x)=x1 +x2   +x3 +x4  max 

                         x1- x2  -2x3+ x4 -x5         =6 , 

                      -x1         + x3               +x6       =2 , 

                           2x2 -3x3+2x4      +x7  =8 , 

                                 xj0, 7,1j . 

 

В матрице A отсутствует полный набор ортов. Поэтому матрицу A допол-

няем столбцом 
















0

0

1

, добавив в первое ограничение искусственную перемен-

ную W1. При этом рассмотрим следующую вспомогательную задачу 

                        F(x,w)=-W1  max 

                               x1- x2   -2x3 + x4 -x5       +W1     =6 , 

                  -x1          + x3              +x6            =2 ,                                            (22) 

                      2x2  -3x3 +2x4       +x7         =8, 

                                    xj0, 7,1j . 

     Для этой задачи (
00,wx )=(0,0,0,0,0,2,8,6) есть опорное решение, отвечаю-

щее единичному базису. Начальная симплекс-таблица для задачи (22) имеет 

вид таблицы 8. 

                                                                                   Таблица 8 

  0 0 0 0 0    

cB  x1 x2 x3 x4 x5    

-1 w1  1 -1 -2  1 -1  6   

 0 x6 -1  0  1  0  0  2   

 0 x7  0  2  3  2  0  8   

 F -1  1  2 -1  1 -6   

 

        Выбрав в таблице 8 разрешающий столбец (первый) и разрешающую 

строку (первую), после выполнения жордановых преобразований получаем  

таблицу 9, оптимальную для задачи (22). При этом max F(x,w)=0.  

       Вычеркнув F-строку относительных оценок и столбец, отвечающий  ис-

кусственной  переменной  w1 (он выделен в таблице 9), добавим f-строку от-

носительных оценок:   0,2, 42
2

2  cZcB
, 3 53 1   , , и по-

лучим таблицу 10. Таблица 10 является начальной С-Т для исходной задачи. 

       В таблице 10 оценка 3=-3<0, а остальные элементы этого столбца zi,30. 
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Тогда на основании утверждения 2 исходная задача неразрешима в силу 

неограниченности целевой функции сверху в области допустимых решений 

(Нр2).          

 

                                     Таблица 9                                           Таблица 10 

          1 1 1 0  

 w1 x2 x3 x4 x5   сB  x2 x3 x4 x5  

x1  1 -1 -2  1 -1  6  1 x1 -1 -2  1 -1  6 

x6  1 -1 -1  1 -1  8  0 x6 -1 -1  1 -1  8 

x7  0  2 -3  2  0  8  0 x7  2 -3  2  0  8 

F  1  0  0  0  0  0   f -2 -3  0 -1  6 

 

Пример 10. Решить симплекс-методом задачу (23). Для построения 

начальной С-Т использовать метод искусственного базиса. 

                 f(x)=3x1 +x2   +x3  max 

                       2x1- x2 +x3 =6                                                                 (23) 

                          x1-2x2 –x3 =2 

                             xj0, 3,1j . 

     Построим вспомогательную задачу:  

                 F(x,w)= -w1 -w2  max   

                  2x1- x2 +x3+w1    =6                                                              (24) 

                     x1-2x2 –x3   +w2 =2 

                     xj0, 3,1j ,wi 2,1,0  i . 

Решим задачу (24) симплекс-методом (табл.12,13). 

 

                                  Таблица 12                                          Таблица 13      

  0    0 0        

cB  x1 x2 x3    w1   x2   x3  

-1 w1  2 -1  1  6  x1   -1/2  1/2  3 

-1 w2  1 -2 -1  4  w2   -3/2 -3/2  1 

 F -3  3  0 -10  F   3/2  3/2 -1 

 

     Так как все оценки в таблице 13 неотрицательны, то эта таблица опреде-

ляет оптимальное опорное решение вспомогательной задачи(24). При этом 

maxF(x,w)=-1<0. Опираясь на утверждение 5, делаем вывод: у исходной зада-

чи (23) система ограничений противоречива (Нр1).  

Пример 11. Решить симплекс-методом линейную задачу. Для построе-

ния начальной С-Т использовать метод искусственного базиса. 

  

Исходная  задача: Вспомогательная задача: 

f(x)=x1 +x2  +2x3+x4  max F(x,w)=  -w1  -w2 - w3max 



 32 

    x1+3x2+2x3+ x4=8   , 

   2x1       + x3   - x4=1   , 

  -3x1+ x2  - x3+2x4=1   , 

        xj0, 4,1j . 

   x1+3x2+2x3+ x4+w1     =8 , 

 2x1        +  x3  - x4   +w2  =1 ,  

-3x1+ x2  -  x3+2x4     +w3=1 , 

     xj0, 4,1j . wi 3,1,0  i . 

  

Решение вспомогательной задачи представляют таблицы 14-16. 

 

                               Таблица 14                                         Таблица 15 

 x1 x2 x3 x4     x1 x3 x4   

w1  1  3  2  1  8   w1 10  5 -5  5  

w2  2  0  1 -1  1   w2  2  1 -1  1  

w3 -3  1 -1  2  1   x2 -3 -1  2  1  

F  0 -4 -2 -2  -10   F -12 -6  6 -6  

 

    В таблице 16 все элементы строки с искусственной переменной w1 равны 0. 

Это означает, что первое ограничение является линейной комбинацией двух 

других. В таблице 16 вычеркиваем w1-строку и F-строку и считаем f-строку. 

В результате получаем начальную С-Т для исходной задачи (табл.17). 

                                Таблица 16                                       Таблица 17 

 x3 x4      2   1   

w1  0  0 0  cB   x3   x4   

x1 1/2 -1/2 1/2   1 x1 1/2 -1/2 1/2  
x2 1/2  1/2 5/2  1 x2 1/2  1/2 5/2  

F 0 0  0   f -1  -1  3  

 

    В таблицах 17-19 представлено решение исходной задачи. 

                                Таблица 18                                       Таблица 19 

  x1   x4      x1   x2   

x3  2  -1  1    x3  1  1  3  

x2 -1   1  2   x4 -1  1  2  

f  2  -2  4   f  0  2  8  

 

    Используя оптимальную С-Т исходной задачи (табл.19), можно выписать 

оптимальное решение исходной задачи x*=(0,0,3,2) и оптимальное значение 

целевой функции этой задачи f*max=f(x*)=8. 

Пример 12. Решить симплекс-методом задачу. Для построения началь-

ной С-Т использовать метод искусственного базиса. Этот пример иллюстри-

рует ситуацию вырожденности. 

Исходная  задача: Вспомогательная задача: 

    f(x)=2x1 +3x2  max 

       x1+x2+x3+x4=1 

   F(x,w)=-w1-w2max 

     x1+x2+x3+x4+w1  =1  
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       x1- x2+x3- x4=1 

            xj0, 4,1j . 

     x1- x2+x3- x4   +w2=1 

        xj0, 4,1j , wi 2,1,0  i . 

 

Строим таблицы: 

                               Таблица 20                                               Таблица 21 

 x1 x2 X3 x4     w1  x2 x3 x4  

w1  1   1  1  1  1   x1  1  1  1  1  1 

w2  1  -1  1  -1  1  w2 -1 -2  0 -2  0 

F -2   0 -2  0 -2  F  2  2  0  2  0 

 

Таблица 21 является оптимальной С-Т вспомогательной задачи  и F*=0. Од-

нако, в базисе есть искусственная перменная w2. Выведем переменную w2 из 

базиса, взяв разрешающей строку 2. В качестве разрешающего элемента 

можно взять любой отличный от нуля элемент из этой строки (этот элемент 

выделен в таблице 21 и равен -2).  

                               Таблица 22                                             Таблица 23 

         0  0   

  w2 x3 x4      x3  X4   

x1  1/2  1  0  1    2 x1  1  0  1  

x2 -1/2  0  1  0   3 x2  0  1  0  

F  1  0  0  0   f  2  3  2  

 

    Вычеркнув  в таблице 22 w2 – столбец, F-строку и вычислив f-строку, по-

лучим таблицу 23. Таблица 23 определяет оптимальное решение  исходной 

задачи  x*=(1,0,0,0) и оптимальное значение целевой функции f*=2. 

Пример 13. Решить симплекс-методом задачу 

                f(x)=x1 +4x2   +x3 +x4 –2x5+x6 max 

                       x1+ x2      +x4           =0 , 

                       x1+ x2   +x3       +x5    =1 , 

                             x2   +x3       +x6 =1 , 

                                   xj0, 6,1j . 

                                  Таблица 24                                             Таблица 25 

   1  4  1         

  x1 X2 x3    x1 x2 x5   

 1 x4  1  1  0  0  x4  1  1  0  0  

-2 x5  1  1  1  1  x3  1  1    1  1  

 1 x6  0  1  1  1  x6 -1  0 -1  0  

 f -2 -4 -2 -1  f  0 -2  2  1  
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Таблица 26 

 x1 x4 X5   Таблицы  25  и  26  описывают  

x2  1  1  0  0  одно   и    то  же    опорное 

x3  0 -1    1  1  вырожденное           решение  

x6 -1  0 -1  0  (0,0,1,0,0,0),     являющееся 

f  2  2  2  1  оптимальным. Но этим таблицам 

 

отвечают различные базисы: таблице 25 соответствует базис B= 643 ,, AAA , 

а таблице26 – базис B*=  632 ,, AAA . В базисе B оценка 2<0, а в базисе B* 

все j0. 

Этот пример подтверждает, что для вырожденного  опорного плана неотри-

цательность оценок является лишь достаточным условием его оптимально-

сти. 

 

4.ТЕОРИЯ ДВОЙСТВЕННОСТИ 

 

4.1. Составление математических моделей двойственных задач 

Любой задаче линейного программирования, называемой исходной или 

прямой, можно поставить в соответствие другую задачу, которая  называется 

двойственной или сопряженной. Обе эти задачи образуют пару двойствен-

ных (или сопряженных) задач. Каждая из задач является двойственной к дру-

гой задаче рассматриваемой пары. 

В теории двойственности используются четыре пары двойственных за-

дач (приведем их в матричной форме записи): 

Исходная задача                                       Двойственная задача 

                             Симметричные пары 

1. Z(X)=CX max,                                         F(Y)=BY min,                                                  

AX ≤B; AY C;                             (26) 

X  ; Y  . 

2. Z(X)=CX min,                                          F(Y)=BY max, 

AX B; AY ≤C;                             (27) 

X  ; Y  . 

                             Несимметричные пары 

3. Z(X)=CX max,                                         F(Y)=BY min,                                                  

AX =B; AY C;                             (28) 

X  ; Y – любое. 

4. Z(X)=CX min,                                          F(Y)=BY max, 

AX =B; AY ≤C;                             (29) 

     X  ;                                           Y  - любое. 

Здесь  С=(с1, с2, …, сn),   Y=(y1, y2, …, ym), 
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Правила составления двойственных задач: 
1. Во всех ограничениях исходной задачи свободные члены должны 

находится в правой части, а члены с неизвестными – в левой. 

2. Ограничения – неравенства исходной части должны быть записаны так, 

чтобы знаки неравенств у них были направлены в сторону. 

3. Если неравенств ограничениях исходной задачи «≤», то целевая функ-

ция Z(X)=c0+c1x1+c2x2+…+cnxn должна максимизироваться, а если «», то 

минимизировать. 

4. Каждому ограничению исходной задачи соответствует неизвестное в 

двойственной задаче; при этом неизвестное, отвечающее ограничению-

неравенству, должно удовлетворять условию неотрицательности, а неизвест-

ное, отвечающее ограничению-равенству, может быть любого знака. 

5. Целевая функция двойственной задачи имеет вид: 

     F(Y)=c0+b1y1+b2y2+…+bmym, 

где с0 – свободный член целевой функции Z(X) исходной задачи, b1, b2, …, 

bm  - свободные члены в ограничениях исходной задачи, при этом bi – сво-

бодный член именно того ограничения исходной задачи, которому соответ-

ствует неизвестная yi, a y1, y2, …, ym – неизвестные в двойственной задаче. 

6. Целевая функция F(Y) двойственной задачи должна оптимизироваться 

противоположным по сравнению с Z(X) образом, если Z(X)min, то 

F(Y)max, если Z(X) )max, то F(Y) min. 

7. Каждому неизвестному хj, nj ,1  исходной задачи соответствует огра-

ничение в двойственной задаче. Совокупность этих n ограничений (вместе с 

условиями неотрицательности неизвестных yi, соответствующих ограниче-

ниям-неравенствам исходной задачи) образует систему ограничений двой-

ственной задачи. Все ограничения двойственной задачи имеют вид нера-

венств, свободные члены которых находятся в правых частях, а члены с не-

известными y1, y2,…,ym – в левых. Все знаки неравенств имеют вид «», если  

F(Y)min, и «≤», если F(Y)max. 

Коэффициенты, с которыми неизвестные  y1, y2,…,ym входят в ограни-

чение, соответствующее неизвестному xj в ограничениях исходной задачи, а 

именно коэффициент при уi совпадает с тем коэффициентом при  xj, с кото-
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рым xj входит в ограничение исход- ной задачи, соответствующее неиз-

вестному уi. 

 

          4.2. Первая теорема двойственности 

Теоремы двойственности позволяют установить взаимосвязь между 

оптимальными решениями пары двойственных задач. Решив одну из пары 

двойственных задач, можно или найти оптимальное решение другой задачи. 

Не решая ее, или установить его отсутствие. Возможны следующие случаи: 

1) Обе задачи из пары двойственных имеют оптимальные решения; 

2) Одна из задач не имеет решения в виду неограниченности целевой 

функции, а другая не имеет решения ввиду несовместности системы 

ограничений. 

Теорема.  Если одна из пары двойственных задач имеет оптимальное 

решение, то и двойственная к ней имеет оптимальное решение; причем зна-

чения целевых функций задач на своих оптимальных решений совпадают. 

Если одна из пары двойственных задач не имеет решения ввиду не-

ограниченности целевой функции, то другая не имеет решения ввиду несов-

местности системы ограничений. 

Пример 14. Составить по общему правилу двойственную задачу к ис-

ходной задаче линейного программирования. Решить исходную задачу сим-

плексным методом. Найти оптимальное решение двойственной задачи из 

первой и последней симплексных таблиц исходной задачи (с помощью век-

торной и матричной формул). 
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Решение: Данная задача имеет вид исходной задачи первой симмет-

ричной пары двойственных задач (6.1). Записываем двойственную задачу: 
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Решим исходную задачу симплексным методом. Вводя неотрицатель-

ные дополнительные переменные х4, х5, х6, приводим задачу к каноническо-

му виду: 
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Находим начальное опорное решение  6,4,2,0,0,01 Х  с базисом из 

единичных векторов  6541 ,, АААБ  . Решение задачи симплексным методом 

проводим в симплексных таблицах (табл. 27): 

Таблица 27 
 

Б 

ck 

cб 

 

0А  

6 5 2 0 0 0  

1 

 

2 

 

3 
1А  

2А  
3А  

4А  
5А  6А  

4А  0 2 2 1  0 1 0 0 1 2 _ 

5А  
0 4 1 1 1 0 1 0 4 4 4 

6А  
0 6 2 -1 2 0 0 1 3 _ 3 

k 0 -6 -5 -2 0 0 0 3  

2А  5 2 2 1 0 1 0 0 _  

5А  
0 2 -1 0 1  -1 1 0 2 

6А  
0 8 4 0 2 1 0 1 4 

k 10 4 0 -2 5 0 0  

2А  5 2 2 1 0 1 0 0 

)2,2,0(

14)(max

*





X

XZ
 

 632

* ,, АААБ   

3А  2 2 -1 0 1 -1 1 0 

6А  
0 4 6 0 0 3 -2 1 

k 14 2 0 0 3 2 0 

Оптимальное решение исходной задачи  4,0,0,2,2,0
*

Х , его базис 

 632

* ,, АААБ  , значение целевой функции  14)()(max
*

 XZXZ . 

Оптимальное решение двойственной задачи к исходной можно найти 

по формуле: 
1*

*
 DCY                                                                                                (30) 

Матрица D состоит из координат векторов 632 ,, ААА , входящих в базис 

опорного решения исходной задачи: 
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Матрица D
-1

 находится в последней симплексной таблице. Ее столбцы 

располагаются под столбцами единичной матрицы, то есть под единичными 

векторами 
4А , 5А , 6А , образующих базис начального опорного решения: 

.

123

011

001
1



















D  

Координатами вектора С
*
 являются коэффициенты целевой функции 

при базисных неизвестных оптимального решения х2, х3, х6. Данные коэффи-

циенты записываются в том же порядке, в каком векторы условий входят в 

базис оптимального решения, то есть С
*
=(5, 2, 0). 

Вычисляем ).0,2,3(

123

011

001

)0,2,5(1** 


















 DCY  

Оптимальное решение двойственной задачи можно найти проще, по 

формуле: 

yj
*
=j

*
+cj

*
, 3,1j                                                                                    (31) 

Для этого необходимо к оценкам разложений по базису оптимального 

решения векторов 
4А , 5А , 6А , входящих в базис начального опорного реше-

ния, то есть к оценкам этих векторов в последней симплексной таблице, при-

бавить соответствующие коэффициенты целевой функции: 

у1
*
= 3+0=3,  у2

*
= 2+0=2, у3

*
= 0+0=0. 

Ответ: )0;2;3(14)()(
**

min YприYFYF  . 

 

4.3. Вторая теорема двойственности 

           Пусть имеется симметричная пара двойственных задач 
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                (32) 

Теорема. Для того, чтобы допустимые решения X=(x1, x2, …, xn),               

Y=( y1, y2, …, ym) являлись оптимальными решениями пары двойственных 

задач, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие равенства: 

njcyax
m

i

jjijj ,1,0
1













;                                                                    (33) 
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Иначе, если при подстановке оптимального решения в систему ограни-

чений i-ое ограничение исходной задачи выполняется как строгое неравен-

ство, то i-я координата оптимального решения двойственной задачи равна 

нулю, и, наоборот, если i-я координата оптимального решения двойственной 

задачи отлична от нуля, то i-ое ограничение исходной задачи удовлетворяет-

ся оптимальным решением как равенство. 

Пример 15. Составить по общему правилу двойственную задачу к ис-

ходной задаче линейного программирования. Решить исходную задачу гра-

фическим методом. Найти оптимальное решение двойственной задачи с по-

мощью канонической теоремы равновесия. 
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Решение: Составим двойственную задачу: 
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Решим исходную задачу графическим методом. Каждое неравенство 

системы ограничений представляет собой некоторую полуплоскость с гра-

ничной прямой: 

L1: -2x1-x2= -2, следовательно х2=2-2х1      

 

     L2: -x1+2x2= 4, следовательно 
2

4 1
2

х
х


                     

 

 L3: x1+4x2= 14, следовательно 
4

14 1
2

х
х


     

 

L4: 2x1-5x2= 2, следовательно 
5

22 1
2




х
х         

L5: х1=0 

L6: х2=0 

 

 

х1 0 1 

х2 2 0 

х1 0 2 

х2 2 3 

х1 2 6 

х2 3 2 

х1 1 6 

х2 0 2 
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)3;2(
*

Х . 

         .32
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LLХ   

186
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х2
*
=3, х1

*
=14 - 4х2

*
=2, следовательно )3;2(

*

Х . 

  .10233026
*

ХZ  

Подставим оптимальное решение )3;2(
*

Х  в систему ограничений. 

Получим, что ограничения (1) и (4) выполняются как строгие неравенства: 





















.0,23522

,14342

,4322

0,2322

*

4

*

1

y

y

 

Согласно второй теоремы двойственности соответствующие координа-

ты оптимального решения двойственной задачи к исходной равны нулю: 

у1
*
=у4

*
=0. Учитывая это, из системы ограничений двойственной задачи полу-

чим: 
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Ответ: )0,7,1,0(102)(
**

min YприYF  . 

4.4. Метод Гомори решения задач целочисленного программирова-

ния 

В общем случае задача целочисленного программирования формулиру-

ется следующим образом: 

найти максимум или минимум  функции 





n

j

jj xcXZ
1

)(                                                                                           (35) 

при условиях 

,,1,
1

mibxa i

n

j

jij 


                                                                                (36) 

,,1,0 njx j                                                                                          (37) 
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njx j ,1,   - целые числа                                                                      (38) 

Согласно методу Гомори задача линейного программирования сначала 

решается симплексным методом без учета целочисленности переменных. Ес-

ли оптимальное решение оказывается целочисленным, то решение задачи за-

канчивается. Если оптимальное решение нецелочисленное, то из системы 

ограничений выбирается уравнение, для которого дробная часть координаты 

оптимального решения имеет наибольшее значение, и на его основе состав-

ляется дополнительное ограничение. Дополнительное ограничение отсекает 

от области допустимых решений нецелочисленное оптимальное решение, но 

при этом сохраняет  целочисленные вершины этой области. 

Пусть i–ое  ограничение задачи, находящееся в последней симплексной 

таблице, имеет вид: 

,
*

1

i

n

mj

jiji xxxx  


                                                                                      (39) 

где xi – базисная переменная в уравнении; 

      xij – коэффициенты при неизвестных (коэффициенты разложений векто-

ров условий по базису опорного решения); 

      xj – свободные переменные в системе уравнений; 

      xi
*
  - правая часть уравнения (координата оптимального решения), кото-

рая является дробным числом. 

Тогда дополнительное ограничение имеет вид: 

,0
1

*
 



j

n

mj

iji xqq                                                                                    (40) 

где  qi
*
 - дробная часть xi

*
; 

       qij – дробная часть xij. 

Число [xi] называется целой частью числа xi, если оно наиболее близ-

кое к нему целое и не превосходит xi. 

Дробная часть qi числа xi находится как разность этого числа и его це-

лой части: 

qi= xi - [xi].                                                                                              (41) 

Например, для числа 
4

7
 целая часть 1

4

7









, дробная часть равна 

4

7
-1=

4

3

. Для числа -
5

9
 целая часть 2

5

9









 , дробная часть равна -

5

9
 - (-2)= 

5

1
. Дроб-

ная часть числа всегда неотрицательна и меньше единицы. 

В неравенство (6. 6) вводится дополнительная переменная хn+1, получа-

ется уравнение: 

.01

1

*
 



 nj

n

mj

iji хxqq                                                                                (42) 

В систему ограничений задачи это ограничение записывается в виде: 
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.
*

1

1

inj

n

mj

ij qхxq  



                                                                                  (43) 

После этого решение задачи продолжают двойственным симплексным 

методом или просто симплексным методом. Если получается целочисленное 

решение, то процесс решения заканчивается, в противном случае необходимо 

снова составить дополнительное ограничение. 

Задача не имеет целочисленного решения, если оптимальное решение 

содержит координату с дробной частью и все коэффициенты соответствую-

щего уравнения являются целыми. 

Пример 16. Найти максимум целевой функции Z при заданной системе 

ограничений. Решить задачу аналитически и дать геометрическую иллюстра-

цию процесса решения. 

Z=x1+2x2, 

при ограничениях: 

,0,0

,73

,73

21

21

21











хх

хх

хх

 

 x1, x2 – целые числа. 

Решение: Вводя дополнительные неотрицательные переменные x3 и x4 

со знаком «+» соответственно в каждое неравенство системы ограничений, 

получим каноническую форму задачи: 

Z=x1+2x2+0x3+0x4max, 

.,4,1,0

,73

,73

1

421

321

целыеxjх

ххх

ххх

j 









 

 Среди векторов условий 




































1

0
,

0

1
,

3

1
,

1

3
4321 АААА  имеется два 

единичных вектора 43 АиА , то есть существует начальное опорное решение 

)7,7,0,0(1 Х с базисом Б1= 43 , АА . Составим симплексную таблицу (табл. 

28) 

 

 

Таблица 28 
 

Б 

ck 

cб 

 

0А  

1 2  0 0  

1 

 

2 
1А  2А  3А  4А  

3А  
0 7 3 1 1 0 

3

7
 

1

7
 

4А  
0 7 1 3  0 1 

1

7
 

3

7
 

k 0 -1 -2 0 0  
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01= 1
3

7

1

7
;

3

7
min 









lпри  

02= 2
3

7

3

7
;

1

7
min 









lпри  

 2,1
3

14
)2(

3

7
);1(

3

7
maxmax 









 kприZk
k

. Следовательно, для 

улучшения опорного решения вектор 
2А  вводим в базис, тогда вектор 

4А  

выйдет из базиса.  Получим новое опорное решение 

3
14)();0,

3
14,

3
7,0( 22  XZХ при Б2= 32 , АА  (табл. 29) 

Таблица 29 
 

Б 

ck 

cб 

 

0А  

1  2  0 0  

1 
1А  

2А  3А  
4А  

3А  
0 

3
14  

3
8  

0 1 

3
1  min

8

14
 

2А  
1 

3
7  

3
1  

1 0 

3
1  

1

7
 

k 

3
14  

3
1  

0 0 

3
2  

 

1А  
1 

4
7  

1 0 

8
3  -

8
3  

 

2А  
2 

4
7  

0 1 
-

8
1  

8
3  

 

k 
4

21  
0 0 

8
1  

8
5  

 

 

Полученное решение 
2Х не является оптимальным. Вводим в базис 

вектор 1А . Получаем опорное решение 
4

21)();0,0,
4

7,
4

7( 33  XZХ . Оно яв-

ляется оптимальным, так как оценки всех векторов условий положительные, 

но оно не удовлетворяет условиям целочисленности. Из последней сим-

плексной  таблицы для базисного вектора 
1А  имеем: 

4

7

8

1

8

3
431  ххх  

Так как [1]=1; 1
4

7
;1

8

1
;0

8

3



























, то по первой строке таблицы со-

ставляем правильное отсечение: 

1
4

7
1

8

1
0

8

3
)11( 431 

















 ххх  

или 

4

3

8

7

8

3
43  хх . 

Из таблицы для базисного вектора 2А  имеем: 
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4

7

8

3

8

1
432  ххх  

Так как [1]=1; 1
4

7
;0

8

3
;1

8

1



























 , то по второй строке таблицы со-

ставляем правильное отсечение: 

1
4

7
0

8

3
1

8

1
)11( 432 

















 ххх  

или 

4

3

8

3

8

7
43  хх . 

Так как оба ограничения имеют одинаковые справа дробные числа, то в 

систему ограничений исходной задачи возьмем любое из них, например 

4

3

8

7

8

3
43  хх , следовательно, 3х3+7х4  6. 

Выразим это неравенство через переменные х1 и х2. Из системы огра-

ничений имеем: 









214

213

37

37

ххх

ххх
 

Получим: 3 (7-3х1-х2)+7 (7-х1-3х2)  6 

                  29-9х1-3х2+49-7х1-21х2  6 

или 

                 2х1+3х2   8.                                                                                      (*) 

Присоединяем дополнительное ограничение (*) к ограничениям неце-

лочисленного оптимального плана и получим следующую задачу линейного 

программирования в канонической форме (в форме основной задачи): 

Z=x1+2x2 max 

.,5,1,0

,832

,73

,73

521

421

321

числоцелоехjх

ххх

ххх

ххх

jj 















 

Так как среди векторов 1А , …, 5А  имеется три единичных вектора 3А , 4А , 

5А , то для данной задачи можно непосредственно найти начальное опорное 

решение )8,7,7,0,0(1 Х при Б1={ 3А , 4А , 5А } и .0)( 1 XZ  

Решаем систему симплексным методом и находим оптимальный план 

(табл. 30): 
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Таблица 30 
 

Б 

ck 

cб 

 

0А  

1  2  0 0 0  

1 

 

2 
1А  

2А  3А  
4А  5А  

3А  
0 7 3 1 1 0 0 

3

7
 

1

7
 

 
4А  

0 7 1 3  0 1 0 

1

7
 

3

7
min 

5А  
0 8 2 3 0 0 1 

4
2

8
  

3

8
 

k 0 -1 -2 0 0 0 1  

3А  
0 

3
14  

3
8  

0 1 
-

3
1  

0 

8
14  

 

2А  
2 

3
7  

3
1  

1 0 

3
1  

0 

1
7  

5А  
0 1 1  0 0 -1 1 1 min 

k 
3

14  -
3

1  
0 0 

3
2  

0  

3А  
0 2 0 0 1 2 

-
3

8  
 

2А  
2 2 0 1 0 

3
2  -

3
1  

1А  
1 1 1 0 0 -1 1 

k 5 0 0 0 

3
1  

3
1  

 

 

.2

3

14
)2(

3

7
);1(

3

7
maxmax














kпри

Zk
k  

.
3

14)();1,0,
3

14,
3

7,0( 22  XZХ  

Из последней симплексной таблицы следует, что )2;2;1(
*

3  ХХ  явля-

ется оптимальным решением построенной задачи, так как все оценки векто-

ров условий неотрицательные. Так как при этом решении переменные х1 и х2 

имеют целые значения, то оно также является оптимальным решением ис-

ходной целочисленной задачи: 

.5)()2;1( max

*

 XZприХ  

Дадим геометрическую интерпретацию решения задачи. 

Запишем исходную задачу в стандартной форме: 

Z=x1+2x2 max, 
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.

;2,1,0

,73

,73

21

21

числацелыех

jх

хх

хх

j

j













 

Область допустимых решений найдем используя систему ограничений: 

 

L1: 3x1+x2= 7, следовательно х2=7-3х1                                       

 

 

3

7 1
2

х
х


          L2: x1+3x2= 7, следовательно 

    L3: х1=0 

    L4: х2=0 

ОАВС – область допустимых решений (рис. 7). Максимальное значе-

ние целевая функция Z  примет в точке 








4

7
;

4

7
В , то есть 








 0;0;

4

7
;

4

7
..цнХ  не 

является оптимальным планом целочисленной задачи. Поэтому вводится до-

полнительное ограничение: 2х1+3х2 ≤ 8, которое представляет собой полу-

плоскость с граничной прямой: 

L5: 2х1+3х2 = 8, следовательно 
3

28 1
2

х
х


    

Это дополнительное ограничение «отсекает» часть допустимой области 

с нецелочисленной вершиной В, не затрагивая целочисленных точек области. 

Ответ: ).2;1(5max
**






 ХприХZ  

 

 

 

  

х1 0 2 

х2 7 1 

х1 7 1 

х2 0 2 

х1 1 4 

х2 2 0 
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ПРОВЕРОЧНАЯ РАБОТА 1 

 

Вариант 1 

1.  Решите графическим методом: 

𝐿(𝑥)  =  −5𝑥1 − 𝑥2  →  𝑚𝑖𝑛 

2𝑥
1  +  𝑥2    ≤  6, 

  𝑥
1  − 𝑥2   ≤  2 

   −3𝑥1  +  2𝑥2  ≤  3, 

              𝑥
1  −  𝑥2  ≤  5,  

    𝑥
1,2  

≥  0. 

2.  Решите задачу из п.1 симплекс-методом 

3.  Решите задачу из п.1 с добавлением условия целочисленности перемен-

ных 𝑥1, 𝑥2 

 

Вариант 2 

1. Решите графическим методом: 

2. 𝐿(𝑥)  =  5𝑥1 − 𝑥2  →  𝑚𝑖𝑛 

− 𝑥
1  +  𝑥2    ≤  3, 

4𝑥
1
+ 5𝑥

2   ≤  15 

2𝑥1 −  5𝑥2  ≤  3, 

𝑥
1
+ 𝑥

2
≥  5,  

𝑥
1,2  

≥  0. 

3. Решите задачу из п.1 симплекс-методом 

4. Решите задачу из п.1 с добавлением условия целочисленности переменных 

𝑥1, 𝑥2 
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